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RAPPORT SCIENTIFIQUE

Le plan de ce rapport permet de diviser en quatre parties :
e Les paragraphes 1-6 concernent la Statistique sur échantillon.
e Les paragraphes 7-9 portent sur la Statistique des processus a temps discret.

e La Statistique des processus a temps continu est traitée dans les paragraphes
10 et 11.

D’autres sujets sont abordés dans le paragraphe 12.



1 Estimation sans biais et optimalité

Il est curieux de constater que la plupart des traités de Statistique considerent 1'exis-
tence d’un estimateur sans biais comme allant de soi. Des conditions assurant cette
existence ont pourtant été étudiés par KOLMOGOROV (vers 1940), HALMOS (1946),
BICKEL-LEHMANN (1969). Pour la densité le probleme a été notamment abordé par
ROSENBLATT (1956) et IBRAGIMOV-KHASMINSKI (1982).

J’ai étudié d’abord ce probleme dans ma these en définissant la notion de parametre
local et celle de parametre homogene. Un parametre est localisé par une ensemble F
si sa valeur ne dépend que de la restriction de la loi des observations a un voisinage de
E. Tl est local sil est localisé par un point. La notion d’homogénéité est un peu plus précise.

J’ai montré qu'un parameétre homogeéne n’est pas estimable sans biais (ESB).
Ce résultat s’applique a la densité et ses dérivées, a la densité conditionnelle et a la

régression, a la fonction frontiere du support d’'une Probabilité. Il est plus général que
celui de ROSENBLATT.

Dans [17] et [18] je me suis intéressé a l'estimabilité sans biais d’'une famille D de
densités. J’ai montré, en gros, que la densité est ESB si et seulement si ’espace vectoriel
engendré par D est a noyau reproduisant. Ce théoreme contient le résultat ultérieur
dI’IBRAGIMOV-KHASMINSKI (cf. [40] p. 20). Il s’étend a d’autres parametres fonction-
nels et notamment la régression. Enfin on peut montrer 'existence d’un estimateur sans
biais optimal sous des conditions légerement plus faibles que la complétude.

Maintenant, si D est ’ensemble de toutes les densités par rapport a g mesure o-finie,
des considérations de théorie de la mesure m’ont permis d’établir que la densité est ESB
si et seulement si p est purement atomique.

Par ailleurs [14] contient des résultats simples sur I'existence d’un estimateur sans biais
d’opérateur de covariance minimum pour un parametre Hilbertien, ainsi que plusieurs
inégalités du type CRAMER-RAQ pour un tel parametre.

2 Estimateurs convergents

J’ai étudié dans ma these ’existence et la construction d’un estimateur convergent
pour un parametre a valeurs dans un espace métrique. Les résultats sont voisins de ceux
de LE CAM-SCHWATZ (1964) mais la construction de l'estimateur, plus explicite, fait

apparaitre une vitesse de convergence (cf. [7] p. 23-36).

3 Estimation de la densité (cas de I’échantillon)

J’ai commencé dans [7] 'étude de 'estimateur de la densité par projection : conver-
gence en moyenne quadratique et en moyenne quadratique intégrée, convergence uniforme



presque sure, normalité asymptotique, vitesse de convergence, choix optimal de I'indice de
troncature, cas des fonctions trigonométriques, cas des fonctions d’Hermite. Des résultats
complémentaires et des discussions figurent dans [17], [24] et [40].

Par la suite j’ai étudié la classe des estimateurs de la densité de la forme
1 n
n = - Kr 7Xi ) S
e = 5 K (X)L

ou (X;) est un échantillon de taille n et (K) une famille de noyaux généralisés, F un
espace métrique.

Cette classe contient les estimateurs a noyau, ’histogramme et les estimateurs
par projection.

En collaboration avec J. BLEUEZ j’ai obtenu des conditions nécessaires et suf-
fisantes de convergence simple, et de convergence uniforme pour f, ainsi qu'un

encadrement de P ( sup |f,(x) — f(x)| > € ] sous des hypotheses générales.
el

De plus nous montrons que tous les modes de convergence usuels sont ici équivalents
(par exemple la convergence uniforme en probabilité entraine la convergence uniforme
presque sure). Ce phénomene avait déja été observé par J. GEFFROY pour la méthode
du noyau.

En utilisant une minoration serrée on peut montrer que ces résultats s’appliquent a
I’estimateur par projection quand le systeme orthonormal est constitué par les fonctions
trigonométriques ou les fonctions d’Hermite. Le cas des fonctions de Haar se traite
facilement.

Les résultats sont annoncés dans [15], [16] et démontrés dans [21], [22].
Notons enfin que ces méthodes peuvent s’appliquer a l’estimation par ondelettes.

Récemment je suis revenu sur la méthode par projections en introduisant un esti-
En

mateur de la forme fn = Z aj,e; ou (e;) est un systeme orthonormal dans un espace
=0
L*(E, B, 1) ot jt est une Probabilité, (aj,,) les coeflicients de Fourier empirique de f et k,

~ 1
un indice de troncature. On montre alors que k, atteint les vitesses suroptimales — (en
n

Inlnn

1/2
erreur quadratique intégrée) et < ) (en convergence uniforme presque sire) sur

n
un ensemble dense dans la classe des densités a estimer (cf [103], [104]).

J’ai ensuite généralisé ces résultats a toute une classe de parametres fonctionnels (cf
[120]) ; voir aussi AUBIN-IGNACOLO (preprint).
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4 Estimation de parametres fonctionnels

En 1969 j’ai défini et étudié une classe d’estimateurs pour la densité conditionnelle
et la régression. Les résultats sont annoncés dans [6] et établis dans [8].

Des travaux de la méme époque concernent l’estimation du mode, de la fonction de
répartition, des dérivées de la densité et de la fonction frontiere du support d’une
loi de Probabilité (cf. [3], [5], [7], [8]).

Plus récemment l'estimation adaptative de la densité spectrale est abordée dans [120].

5 Tests non paramétriques (tests Hilbertiens)

On peut interpréter le test du x2 en le considérant comme basé sur une distance
entre ’histogramme et une approximation de la densité; mais ’histogramme lui méme
est un estimateur de la densité basé sur un systeme orthogonal constitué par des indica-
trices. Il est donc naturel de chercher a remplacer ce systeme par des fonctions plus lisses
(éventuellement affectées d’un poids).

Pour cela j’ai considéré des fonctions K, de la forme

Kn = Z )\jnejn ® ejn
j€Jn
ot 33 A3 < 00, J, est un ensemble d’indices fini ou dénombrable, (e;,) est un systeme

orthogonal de L?(u) o1 p est la loi & tester.

Le test est alors basé sur la norme de la statistique fonctionnelle

Su() = v/l / Kolz,) dpn(a) — 1]

ou i, est la mesure empirique associée a un échantillon de taille n, la région critique étant
de la forme || S, ||>> c,.

J’ai fait une étude tres détaillée de cette classe de tests dans [19], [20], [26], [27], [28],
[32] et [45]).

J’ai d’abord étudié la convergence de ces tests sous des hypotheses générales.

Puis en me basant sur une inégalité de BERRY-ESSEN multidimensionnelle due a
SAZONOV j’ai obtenu des lois limites pour || S, ||* d’abord sous I'hypothese nulle,
avec des vitesses de convergence, puis sous des hypotheses adjacentes (’adjacence
est une variante de la contiguité) avec également des vitesses. Ces lois limites dépendent
de la structure asymptotique de la suite (K,).



J’ai ensuite étudié I'efficacité asymptotique de ces tests en déterminant notamment
le test asymptotiquement le plus puissant dans une classe donnée et pour une suite d’al-
ternatives spécifiées.

D’autre part j’ai déterminé 'efficacité asymptotique du test de NEYMAN-PEARSON
sous des hypotheses adjacentes et j’en ai déduit I'efficacité asymptotique absolue de ces
"tests Hilbertiens”.

Les résultats précédents permettent de choisir le noyau K, en fonction de la classe
d’alternatives envisagée.

Plus récemment (2000) j’ai étudié l'efficacité de Bahadur de ces tests.

Enfin des simulations montrent la supériorité de ces tests sur le test du y? usuel. II
est a noter que NEYMAN, en 1937, avait fait des simulaton sur un test analogue utilisant
les Polynomes de Legendre.

Je travaille actuellement sur une version tronquée de ces tests (2001, 2002).

6 Valeurs extrémes d’un échantillon multidimension-
nel

Dans [8] j'ai étudié le nombre Y,, d’éléments maximaux d’un échantillon a valeurs dans
R2. J'ai obtenu la loi P, de Y, et j'ai étudié certaines propriétés asymptotiques de P,.
En utilisant un théoreme de J. GEFFROY j’en ai déduit un estimateur convergent de la
partie maximale du support de la loi des variables de 1’échantillon.

7 Inégalités de type exponentiel pour les processus

En 1975 j’avais établi dans [13] une inégalité de type BERNSTEIN pour les sommes
partielles d'un processus stationnaire et p-mélangeant.

Ce résultat a été amélioré par G. COLLOMB, et divers auteurs ont montré des
inégalités de ce type, notamment pour I’a-mélangeance.

Je suis revenu sur la question récemment, en adaptant une technique de couplage due
a BRADLEY et légerement améliorée par RHOMARI j’ai obtenu le résultat suivant :

soit (Yyt € Z) un processus réel centré tel que sup || Y; |[|< b, alors pour tout entier
1<t<n

qe[l,g}ettout5>0
g2 4b\ V? n
P(lY1+...4Y, <4 — 221+ — — 1
e el ) dep (—gpe) 422 (1 2) D ([])



be
o1 v2(q) = =0o?(q) + 5 avec p = 2%] et

2
= V(Y oY .
o*(q) = max V(Y1 + .-+ Yg+ipn)
et o a(-) désigne le coefficient de forte mélangeance de (X;). Ce majorant, complétement
explicite, permet d’obtenir des vitesses optimales de convergence dans les problemes d’esti-
mation non paramétriques en temps discret ou continu. J’ai obtenu une inégalité analogue
dans le cas non borné.

Ces résultats figurent dans [76] et sont des améliorations de résultats obtenus dans
[53] et [65].
Une application au modéle de régression avec bruit corrélé apparait dans [65]. Des
applications l'estimation non paramétrique apparaissent notamment dans [76]. Il est a
noter que sous des hypotheses de mélangeance convenables I'inégalité (1) permet d’obtenir
les mémes vitesses que dans le cas i.i.d.

Plus récemment j’ai obtenu des inégalités uniformes (2000) qui sont utilisées dans
[101].

8 Estimation de parametres fonctionnels dans les pro-
cessus a temps discret

a) Dans [9] et [13] apparaissent des résultats sur 'estimation de la densité d'un
processus @-mélangeant, la méthode utilisée est celle des fonctions orthogonales et
la convergence est uniforme presque stre.

J'ai traité le cas d'un processus a-mélangeant dans [42], [43] et [44] notamment.
Les résultats de convergence uniforme presque sture sont obtenus pour la classe
générale d’estimateurs définie au 3 avec des améliorations pour 'estimateur noyau
et 'estimateur par projection.

b) Dans [43] et [44] j’étudie également l'estimateur de la régression défini par

ma(x) =Y YK, (2,X)/> K. (2,X) ,

t=1

r € R* ou (X,Y;), 1 <t < n sont des observations d'un processus a valeurs dans
R*+! strictement stationnaire et géométriquement fortement mélangeant.

J'obtiens notamment une convergence uniforme preque siire sur une suite
de boules fermées de R® dont le rayon tend vers ’infini avec n alors que
la littérature ne considere que la convergence uniforme sur un compact fixe (cf.
GYORFI-HARDLE-SARDA-VIEU (1989)). Cette propriété est importante pour
les applications a la prévision.



c) J'ai consacré un certain nombre de travaux a l'estimation d’un filtre (non
linéaire), c’est un probléme voisin du précédent mais le modele et la méthode
d’estimation sont différents.

J’ai étudié les modeles suivants :
K:@(Xt)“—ft , teZ
ou (g;) est un bruit légerement corrélé avec (X;);
K:SO(Xta"')Xt—k) ) tez

et
}/;g = gO(Xt,Xt_l,Xt_g, .. ) 5 t e Y/

L’estimateur est obtenu en maximisant partiellement un estimateur de la
densité.

Ainsi, dans le second modele, on considére un estimateur f,(z,y) de la densité du

vecteur (X, ..., X, Y}), cet estimateur f,(x,y) de la densité du vecteur
(X4, .., Xig, Y1), cet estimateur devient infini au voisinage de la variété d’équation
y = p(xg,...,x;) et tend vers 0 a l'extérieur de cette variété. On est donc amené a

définir ¢,, en posant
fu(@, on(2)) = max fu(z,y) , v € R,
ye

J’ai obtenu la convergence uniforme presque stre avec des vitesses précises et la
convergence LP de ¢, sous des hypotheses de mélangeance. J’ai également montré
la convergence d'un estimateur de k construit en remarquant que la loi de

(Y, Xy, ..., Xy—k, Xy—x—1) n'est pas singuliere alors que celle de (Y, Xy, ..., Xi— k)
’est.

Le troisieme modele se traite en écrivant une décomposition de la forme

)/;:SDTL(Xta"'aXt—k‘n)_‘_Etn ,tEZ, nz]_

ce qui permet d’utiliser la méthode précédente. Le probleme est amusant car on
obtient (difficilement!) un estimateur convergent pour une fonction a une infinité de
variables. Le résultat s’applique a I’estimation des coefficients d’un processus
de VOLTERRA, i.e. un processus de la forme

Y;g = Z ant—j + Z Z bjj/Xt_th_jf + ...
j=0 j=0 5'=0

Les références qui correspondent a 'estimation d’un filtre sont [29], [31], [34], [35],
38), [47], (8], [76] et [79].

Des simulations (LESSI 1992) montrent que la méthode est efficace. Par ailleurs une
extension au cas ol Y; est perturbé par un ”petit bruit” apparait dans [83].
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d) En 1993 j’ai montré dans [63] que sous des conditions simples et générales 1'er-
reur quadratique asymptotique de l'estimateur a noyau de la densité et de 1'au-
torégression d’un processus stationnaire est la méme que dans le cas i.i.d. Les
démonstrations ont paru dans [71]. Des résultats analogues pour la convergence
uniforme presque stre apparaissent dans [76]. Voir aussi [94].

Prévision d’un processus a temps discret

a) Dans [25] et [33] j’ai étudié la prévision non paramétrique d'un processus mélangeant
lorsque seules les corrélations entre les variables observées sont inconnues. L utili-

sation du coefficient de GASTWIRTH-RUBIN permet de couvrir les mélangeances
usuelles.

J’ai obtenu une majoration de I'erreur quadratique du prédicteur et, dans un cas par-
ticulier, une condition nécessaire et suffisante de convergence. Les variables observées
sont a valeurs dans un espace de Hilbert ; ce degré de généralité permet d’envisager
une application intéressante : en plongeant 1’espace des mesures bornées a signe dans
un espace de Hilbert (méthode de GUILBART) on obtient un ”prédicteur” de la loi
conditionnelle du futur par rapport au présent et au passé du processus.

Enfin la robustesse de cette méthode permet de montrer qu’elle reste performante
quand la loi est estimée.

b) Plus récemment j’ai étudié une classe générale de prédicteurs pour un processus
a valeurs dans R®. Ces prédicteurs sont construits a partir de l'estimateur de la
régression m,, défini dans 8.b. La propriété de convergence indiquée dans ce para-
graphe joue un role crucial et permet d’obtenir la convergence du prédicteur
sous diverses hypotheses (cf. [43] et [44]). Pour des vitesses précises voir [76].

Des simulations et des prévisions sur données réelles effectuées par CARBON-
DELECROIX ayant montré la robustesse du prédicteur quand le processus est
perturbé par une saisonnalité, j’ai essayé d’interpréter ce phénomene d’une facon
théorique. Pour cela j’ai considéré le modele

Xt:}/;‘i‘S(t) ,tEZ

ou (Y;) est strictement stationnaire (non observé), s est déterministe, presque périodique
et inconnue et (X;) est observé. J'ai alors montré que m,, convergeait vers une
7autorégression moyenne” ce qui explique en partie la robustesse de la méthode.

Ce résultat a paru dans [54].

Il est a noter que de nombreux résultats numériques montrent que cette méthode non
paramétrique semble meilleure que les méthodes usuelles de prévision développées
par BOX-JENKINS.

Enfin la prévision en présence de variables exogeénes est étudiée dans [88].



10 Contribution a la Théorie générale de la prévision

Dans [119], j’étudie des conditions d’optimalité pour des prédicteurs statistiques
sans biais et, a partir d’'une extension de l'inégalité de type Cramer-Rao due a
Yatracos, je montre l'existence de prédicteurs sans biais efficaces pour des modeles
de type exponentiel. Cependant, dans certains cas (processus d’Ornstein-Uhlenbeck) il y
a une infinité de prédicteurs sans biais mais aucun n’est efficace.

[119] est consacré a I'étude asymptotique des prédicteurs statistiques. On obtient des
vitesses de convergence (éventuellement minimax) et des lois limites pour des prédicteurs
plug-in. Parmi les applications on peut citer la construction d’intervalles de prévision
asymptotiques pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

11 Statistique des processus a temps continu (Méthode
directe)

a) L’extension des résultats de 9.a & un processus a temps continu est étudiée dans [37]
(article en collaboration avec M. DELECROIX) ou nous obtenons la convergence
d’un prédicteur non paramétrique pour un processus mélangeant a temps continu.

b) Y. KUTOYANTS, T. MOURID et moi avons étudié dans [56] et [57] le modele de
diffusion avec retards défini par 1’équation différentielle stochastique

p

dX; = <Zai f_bi>dt+6dwt,0§t§T
i=1

Xz = 29 ,-k<s5<0

Il s’agissait d’estimer le parametre 0 = (ay,...,a, ; by,...,b,) dans le cadre des
petites diffusions c’est-a-dire lorsque ¢ tend vers 0.

En utilisant la normalité asymptotique locale des lois de (X;) nous montrons que
I'estimateur maximum de vraisemblance de 6 est convergent, asymptotiquement
normal et asymptotiquement efficace. Nous établissons des propriétés analogues pour
les estimateurs bayésiens.

¢) Depuis 1993 j’ai commencé a étudier I'erreur quadratique des estimateurs fonction-
nels pour un processus a temps continu.

Lorsqu’on observe (X;, 0 <t <T) j’ai montré que la vitesse optimale (minimax)
d’un estimateur de la densité ou de la régression est de I'ordre de T%(+4) (s désigne
la dimension) lorsque le comportement local de (X;) n’apporte aucune information
sur le parametre inconnu (les autres hypotheses sont usuelles).

J’ai également obtenu la vitesse superoptimale T—! pour un estimateur de la
densité sous des hypotheses un peu plus générales que CASTELLANA-LEADBETTER.
De plus j’ai montré que cette vitesse est également atteinte par un estima-
teur de la régression.



Par ailleurs [81] indique des vitesses exactes pour l'estimateur de la densité dans le

cas Gaussien : l'erreur quadratique est en — si les trajectoires sont irrégulieéres et en
T

InT
—— sinon. Avec D. BLANKE nous venons d’établir la minimaxité de ces vitesses

ainsi que celles des vitesses intermédiaires (cf. [98]).

Enfin j’ai mis en évidence des conditions permettant d’obtenir des vitesses in-
termédiaires entre T—4(+4 et T-1,

Par ailleurs mon éleve N. CHEZE-PAYAUD et moi-méme avons traité le cas ou
les observations sont échantillonnées par un procédé déterministe ou aléatoire. Sous
de larges hypotheses nous avons montré que l'erreur quadratique asymptotique de
I'estimateur & noyau de la régression est cn=%(*4 o ¢ est la méme constante que
dans le cas i.i.d. L’utilisation d’inégalités de type exponentiel (cf. [65]) permet de
débloquer la démonstration lorsque les observations ne sont pas supposées bornées.

L’ensemble des résultats exposés dans le présent paragraphe figure dans [66], [67],
[69], [95].

Plus récemment (1994-95) j’ai complété ces résultats sur 1’échantillonnage en mon-
trant que la vitesse suroptimale peut étre conservée par un échantillonnage conve-
nable. En revanche I’échantillonnage dichotomique (& des instants j /2,1 < j < N;
N — +00) engendre ici un estimateur divergent! (Cf. [74]).

En 1994-95 je me suis également intéressé a la convergence uniforme presque stre :
InT

T
sité a estimer) sont atteintes pour des processus a trajectoires régulieres. Pour des
processus a trajectoires irrégulieres le phénomene de vitesse superoptimale resurgit
avec le résultat suivant : pour tout entier m

des vitesses usuelles de l'ordre de In,, T"- < ) (r est la régularité de la den-

1 T\ /2
T (ﬁ) :élﬂg |fr(x) — f(x)] = 0 p.s. quand T — +o0

ou fr est I'estimateur a noyau de la densité.
Ce résultat est annoncé dans [73] et démontré dans [76]. Ce livre contient également
des vitesses superoptimales pour les prédicteurs non paramétriques.

Les principaux résultats de c), d), e) ont été publiés dans Annals of Statistics en
1997 (cf. [82]).

Par ailleurs avec D. BLANKE nous avons étudié la famille des vitesses in-
termédiaires entre vitesse optimale et vitesse superoptimale. Nous avons établi
que toutes ces vitesses sont minimax en un sens spécifique (cf. [98]).

Depuis 1996 j’étudie le lien entre 'existence d’un temps local et celle d’estimateurs
non paramétriques qui convergent a vitesse superoptimale.
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Récemment Y. KUTOYANTS a montré que si le processus observé est une diffusion
dont le coefficient de diffusion o(+) est connu il existe un estimateur sans biais de la
densité, basé sur le temps local de X.

J’ai montré dans [86] que ce type de résultat était valide dans un cadre beaucoup
plus général et qu’en particulier on pouvait s’affranchir de la condition "o (+) connu”.

En fait, sous certaines conditions de régularité, on montre que 'existence d’un
temps local de carré intégrable est équivalente a celle d’un estimateur
qui converge a la vitesse superoptimale et que, dans ce cas, on peut construire
un estimateur sans biais de la densité.

La loi limite et la loi fonctionnelle du logarithme itéré pour I'estimateur temps local
est obtenue dans [86].

D’autre part dans un travail commun avec Y. DAVYDOV ([92]) nous avons étudié
différents types de convergences pour 'estimateur temps local. Certains résultats
sont similaires aux résultats obtenus pour 'estimateur a noyau. Cependant deux
propriétés sont significatives :

1) Sous une simple hypothese d’ergodicité I'estimateur temps local converge (p.s.)
pour la norme L; et par conséquent la mesure empirique converge en variation
vers la mesure théorique. Une propriété non vérifiée en temps discret !

) 1 } }
2) L’erreur quadratique est en — pour toute la classe des densités continues ce
T
qui n’a pas lieu pour un estimateur a noyau donné.

h) En 2003, j’ai étudié un estimateur par projection adaptative en temps continu.
Cet estimateur atteint une vitesse suroptimale pour certaines familles de densités
méme quand la condition de Castellana-Leadbetter n’est pas vérifiée (cf [113], coll.
D BLANKE).

12 Statistique des processus a temps continu (Méthode
fonctionnelle)

Considérons un processus réel a temps continu observé sur n intervalles successifs de
longueur §. Il est naturel de considérer les observations comme des variables aléatoires
corrélées X, ..., X, a valeurs dans un espace de fonctions définies sur [0, §]. Cette in-
terprétation, tout a fait classique, n’est presque jamais envisagée par les Statisticiens. Les
rares auteurs qui l'ont utilisé ont supposé les X; indépendantes et de méme loi ce qui
restreint beaucoup le champ des applications (cf. U. GRENANDER - Abstract Inference
- Wiley (1989)).

La représentation précédente permet de traiter de nombreux problemes, par exemple
la prévision de I’évolution future d’un processus sur tout un intervalle de temps.
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Pour préciser cette représentation j'ai considéré le modele autorégressif Bana-
chique (ARB) défini par

Xp,—a=p(X,1—a)+e, ,neZ

ou (g,) est un bruit blanc (fort) a valeurs dans I’espace de Banach B, a un élément de B,
p un opérateur sur B tel que Y || p" ||< +o0.
n>0
J'ai étudié en détail ce modele, d’abord dans un cadre Hilbertien ([49], [50], [51],
[52], [55]) puis dans un cadre Banachique ([62], [65] (en cours)). [46] et [48] abordent des
problémes connexes et [60] traite la mise en ceuvre et les applications.

Pour un autorégressif Hilbertien centré (ARH) j’ai montré la convergence a vitesse
exponentielle des opérateurs de covariance empiriques et de leurs éléments propres vers
les parametres théoriques correspondants, la norme utilisée étant celle de HILBERT-
SCHMIDT. En projetant les observations sur un sous-espace adéquat on en déduit un
estimateur de 'opérateur d’autocorrélation p puis un prédicteur qui converge a vitesse
exponentielle.

La méthode d’estimation de p s’apparente a celle des SIEVES de GRENANDER mais
dans un cadre non paramétrique car on n’a pas besoin de supposer le modele dominé. Les
simulations et les applications donnent des résultats prometteurs.

Un de mes éleves (PUMO) a travaillé sur la prévision d’'un ARB. Un autre (MOURID)
a étudié les ARB d’ordre supérieur a 1. L’étape suivante est I’étude des processus linéaires
Banachiques. Cette étude a été réalisée récemment par F. MERLEVEDE.

Dans [62] jai établi des lois des grands nombres (avec vitesse de convergence dans un
espace de Banach de type 2, donc dans un espace de Hilbert), le théoréme central limite et
la loi du logarithme itéré pour les ARB. Une forme définitive de ce travail est publiée
dans [78].

Les processus réels a temps continu possédant une représentation ARB sont nombreux
car on peut engendrer le bruit blanc (g,) a partir de n’importe quel processus réel a ac-
croissement indépendants et stationnaires.

Dans [62] je donne une condition suffisante pour qu’'un processus réel de la forme

f= [ - saus)

— 00

(w est un processus de Wiener, g € L*(R)) admette une représentation ARB. Le critere
s’applique au processus d’ORNSTEIN-UHLENBECK et a des processus solutions d’une
équation différentielle stochastique linéaire d’ordre k. Ainsi dans [71] j’ai obtenu facile-
ment la loi du logarithme itéré pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck.
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Enfin considérons un processus réel a temps continu (7, ¢t € R) qui s’écrit
m:a(t)+£t , telR

ou (&) est un processus réel centré admettant une représentation ARB avec B = ([0, 0] et
a est une fonction continue périodique de période 4, alors (7;) admet une représentation
ARB et les théoremes limites de [62] permettent d’estimer a et de tester ’hypothese a = 0.

L’application des ARB a la prévision de séries concretes (consommation d’électricité,
séries financieres, circulation, électrocardiogrammes) se développe (notamment a BO-
LOGNE, PADOUE, TOULOUSE et ANGERS).

Récemment de nouveaux résultats théoriques (MERLEVEDE) et des applications
(notamment aux électrocardiogrammes (BERNARD) et & “el nino” (CARDOT)) m’ont
amené a revenir sur ces questions (cf. [92], [93], [96], [100]) ; j’ai préparé un livre qui fait le
point de la théorie ([99], chez Springer) et qui contient de nombreux résultats nouveaux
parmi lesquels ceux qui sont annoncés dans [96], [97].

Ce livre qui a paru en 2000 contient une théorie générale des processus autorégressifs
fonctionnels. Les vitesses de convergence des théoremes limites sont optimales et ne
font plus appel a des propriétés de mélangeance mais plutot a la structure du modele. Le
résultat annoncé dans [100] est crucial car il montre que si (X;, ¢ € Z) est un ARH (1) alors
(X; ® X;, 1 € Z) est un ARS(1) ou S est 'espace de Hilbert des opérateurs de Hilbert-
Schmidt sur H, le bruit associé étant une différence de martingale Hilbertienne. Ceci
permet d’obtenir des résultats asymptotiques optimaux pour l'opérateur de covariance
empirique associé a Xy, ..., X,. A ce sujet voir [101] ou des améliorations apparaissent et
[111] pour un article de “vulgarisation”.

Je m’intéresse maintenant aux moyennes mobiles Hilbertiennes (cf. [114] et [117])
et plus généralement aux processus linéaires Hilbertiens (cf. [110]) dont j’étudie une
définition générale basée sur la prévision. La note [112] (2003) donne cette nouvelle
définition et étudie ses conséquences, elle est développée dans [116] et [122]. J'étudie
également les produits tensoriels de processus linéaires hilbertiens dans [128].

13 Travaux divers

a) Probabilités qualitatives
Les probabilités qualitatives (P.Q.) et leurs compatibilité avec des Probabilités quan-
titatives jouent un role important dans certains aspects de I’économétrie (voir les
travaux de DEBREU, prix Nobel d’Economie) et en Statistique Bayésienne (voir
les travaux de SAVAGE).

Je me suis intéressé a ce sujet dans [10], [11] et [12].
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J’ai d’abord établi un théoreme de prolongement d’une P.QQ. en une P.Q. compatible
avec une Probabilité quantitative.

J’ai ensuite répondu a une question de L. SAVAGE qui posait le probleme de la
définition d’une indépendance qualitative. J’ai comparé cette indépendance
a lindépendance stochastique et a l'indépendance ensembliste et j’ai obtenu un
critere qualitatif d’indépendance stochastique.

Comme application j’ai montré notamment que si deux variables aléatoires X et Y
ont méme loi qualitative et sont telles que X est qualitativement indépendante de Y
et X +Y est qualitativement indépendante de X —Y alors elles sont Gaussiennes,
de méme loi, et stochastiquement indépendantes.

Simulation

Avec mon éleve D. SMILI nous avons comparé dans [57] trois méthodes de simulation
d’un bruit blanc Gaussien en utilisant un critere un peu différent des criteres usuels.
En effet les variables simulées z7,..., &, sont inévitablement corrélées, mais il est
naturel de demander au processus (£,) d’étre Gaussien ce qui se traduit ici par
la linéarité de D’autorégression. Dans ce contexte la méthode d’approximation

normale se révele plus performante que la méthode d’inversion et la méthode de
BOX-MULLER.

J’ai entamé des Recherches sur les chaos en 1992.
Considérons un systeme dynamique de la forme

Xt:SO(Xt—l) 3 t:1,2,

ol ¢ et la Probabilité invariante p sont inconnues. On peut construire des estima-
teurs convergents de ¢ et p (cf. [72]). Sous certaines hypotheses l'erreur quadra-

1 4/(s+4)
tique d'un estimateur de la densité de p est alors un O <<M> au lieu de

n
1\ 4/(s+9)
@) (—) pour des v.a. i.i.d. (cf. [71]).

n

Par ailleurs 'estimation de d dans le modele
Xt = gp(Xt—17 s 7Xt—d> ) t Z d

est étudiée dans [70]. Un modele analogue avec ”petit bruit” est envisagé dans [83]
et [102].
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