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Lexique :

C,, : cycle d’ordre n.

CH,, : chaine de longueur n.
K, : graphe complet d’ordre n.

PK, : graphe constitué de sous graphes complets d’ordre A, connectés
comme décrit en 3.1.2.

E, ., : pseudo-étoile & n sommets et m arétes.

H,, : graphe a 2n sommets, obtenue a partir d'un K, auquel on a déplacé le
cycle extérieur.

P, , : puissance k"¢ de cycle a n sommets tous de degré p.

CK, : graphes complets d’ordre n connectés entre eux (en fasciagraphe ou
rotagraphe).



Table des matiéres

1 Introduction
1.1 Définition formelle . . . . . . . ... . ... ...
1.2 Exemples de A — dislocations . . . . . . . . . ... ... ...
1.3 Historique du probléme . . . . . . . .. ... ... ... ...
1.4 Contribution : . . . . . . . . .. ...

2 Dislocation des Arbres
2.1 Casdunechaine . .. ... .. .. .. .. ... ... ...,
2.2 Cas de I’arbre complet . . . . . .. ... ... L.
2.3 Autres arbres . . . .. ... ..

3 Recherche de cas extrémaux

3.1 Graphes faciles a disloquer . . . . . . ... ... ... ... ..

3.1.1 Casconnexe . . . . . ... e

3.1.2 Casdisconnexe . . . .. ... ... ... ... ...
3.2 Chaine et cycle : difficiles & disloquer? . . . . . .. ... ...
3.3 Une généralisation du cycle . . . . .. ... ... ... ...
3.4 Comparaison a une autre classe de graphes . . . . . . . .. ..
3.5 Conclusion . . . . ... ... .. ... ..

4 Applications
4.1 Stoppage de la propagation d'un virus . . . .. ... ... ..
4.2 L’invasion au jeude go . . . . . . . .. ...

5 Algorithmes
5.1 Stratégies utilisées, algorithmes probabilistes . . . . . . . . ..
5.1.1  Une heuristique plus efficace . . . . . .. .. ... ...
5.1.2 L’algorithme exact . . . . . .. ... ... ... ....
5.2 Expérimentations et limitations . . . . . .. ... ... .. ..

6 Complexité
6.1 APX et NP-complétude . . .. .. ... ... ... ......
6.2 Un algorithme d’approximation efficace? . . . . .. .. .. ..
6.3 Conclusion . . . . . .. . . ... ..




1 Introduction

On connait le probléme classique de recherche d’un transversal dans un
graphe : on recouvre le graphe avec un nombre minimal de sommets de
maniére a ce que toutes les arétes soient en contact avec au moins un sommet
couvrant. Il s’agit ici de généraliser cette idée, en imposant non plus que
toute aréte ait une extrémité dans I’ensemble solution, mais que toute partie
connexe de cardinal A 4 1 posséde un sommet dans I’ensemble solution, que
I’on notera S tout au long de cet article.

Bien str pour A = 1 on retrouve la définition du transversal, car une partie
connexe a deux éléments n’est rien d’autre qu'une aréte.

1.1 Définition formelle

Définition Etant donné un graphe G = (V, E) et un entier naturel A, on
appelle A — dislocation un ensemble S C V' de sommets de G ssi toute com-
posante connexe de G — S contient au plus A sommets.

Remarque 1 : En général, il n’y a pas d'unique A — dislocation, mais il
existe plusieurs solutions au probléme, et méme éventuellement plusieurs so-
lutions optimales. Notamment, il est simple de constater que si A’ < A, alors
une A’ — dislocation est aussi une A — dislocation.

Remarque 2 : Bien siir pour A = 1 on retrouve la définition du transversal,
car une partie connexe a deux éléments n’est rien d’autre qu’'une aréte.

Eléments de complexité : Posons le probléme de décision correspondant :

A — DISLOCATION :

Entrée : G = (V, F) un graphe et k€N

Sortie : Existe-t-il un ensemble S C V de A — dislocation du graphe G
tel que |S| <k

D’apreés la remarque faite plus haut, il est clair que pour A = 1, le pro-
bléme se réduit au probléme de décision TRANSV ERSAL, qui est NP-
Complet. Par ailleurs il est montré dans [GMP04| qu’il existe une réduction
du probléme A — DISLOCATION & TRANSV ERSAL pour tout A qui
montre donc que A — DISLOCATION est NP-Complet.

Dans la suite de cet article, nous nous intéresserons évidemment plus
particuliérement aux problémes de A — DISLOCATION optimale (ou bien



minimale, i.e. avec |S| minimum.)

1.2 Exemples de A — dislocations

On représentera ’ensemble S de dislocation en noir dans les graphes. On
constatera que les composantes connexes en blanc ne seront jamais de taille
supérieure a A

A =1 : Transversal

Q

F1G. 1 — Une solution sur un graphe quelconque pour A =1

F1G. 2 — Une solution sur un arbre pour A =1

A=..
Sur les mémes graphes, on obtient, :



Q

F1G. 3 — Une solution le méme graphe quelconque pour A = 2

F1G. 4 — Une solution sur le méme arbre pour A =3



1.3 Historique du probléme

Le probléme de la dislocation des graphes a été formulé en 2004 par Syl-
vain Gravier, Julien Moncel et Charles Payan dans [GMPO04|, dans le cadre
de I’étude du probléme d’exclusion des pentominos. Le probléme d’exclusion
des pentominos, posé par Solomon Golomb dans un cadre "mathématiques
récréatives" (cf. [GOL94]) est le suivant :  Trouver le nombre minimum de
cases a retirer d’un damier n X k pour exclure tous les pentominos. 1l s’agit
donc pour nous d’'une 4 — dislocation, sur un graphe désigné par I’appelation
grille.

Jusqu’a présent, seuls cinq articles ont été rédigés sur le sujet :

— |GOL94] est 'ouvrage de S. Golomb datant de 1994 ou le probléme est
initialement posé

— |BOS98| est un court article de Robert A. Bosch dans le magazine
Optima, qui présente le probléme et présente également les résultats
obtenus & l'aide de la programmation linéaire. (avec CPLEX, version
4.0.9)

— |GPO1] est un article de deux chercheurs du laboratoire Leibniz, Syl-
vain Gravier et Charles Payan. En introduisant la notion de densité
d’un ensemble de cases, ils montrent des résultats asymptotiques, et
notemment, le résultat exact pour un plateau k x n o k < 4

— [GMPO04]| est un article rédigé avec la méme équipe, a laquelle il faut
rajouter Julien Moncel, qui a encadré ce présent projet. Comme nous
I’avions mentionné plus haut, ce papier généralise le probléme de S.
Golomb, en posant celui de la A — dislocation. 1l y est démontré que
ce probléme est NP-Complet, mais il y est aussi donné un algorithme
déterministe linéaire qui résoud le probléme sur certaines familles de
graphes.

— [ZERO04] est un article de Janez Zerovnik qui s’intéresse au probléme de
la A — dislocation sur certaines familles de graphes (fasciagraphes et
rotagraphes) pour lesquels il est donné un algorithme en temps constant
qui donne une solution optimale.

1.4 Contribution :

Dans cet article, on s’intéresse d’abord au cas des arbres, et on donnera
notamment un formule donnant la solution optimale sur les arbres complets
(quelque soit leur arité).

On étudie ensuite les problémes extrémaux, c’est a dire les graphes "faciles"
ou "difficiles" a "disloquer". En particulier, on exhibera deux familles de



graphes qui sont des cas extrémes : les étoiles "itérées" (faciles a disloquer)
et les puissances de cycles (durs a disloquer).

On donnera ensuite quelques applications possibles au probléme de disloca-
tion, qui reposent sur I'idée de "seuil limite".

Ensuite, on ira expliquer les algorithmes que nous avons testé a l'aide du
language C++. Nous présenterons les différentes stratégies apliquées pour
I'approximation (heuristique, recuit simulé) et leuir précision, et enfin un al-
gorithme exact.

Enfin, on tentera d’apporter quelques éléments nouveaux sur la complexité
en posant la question d’un algorithme d’approximation efficace.

2 Dislocation des Arbres

Comme dans de nombreux problémes en théorie des graphes, le cas des
arbres a de grandes chances d’étre assez facile a traiter. En effet on peut
alors se donner un sens de parcours naturel des feuilles vers la racine, et ce
qui est probablement plus important, I’arbre a toujours localement la méme
structure, inspirant des raisonnements par induction. Il est donc logique de
commencer par ces graphes particuliers.

2.1 Cas d’une chaine

La chaine semble étre I'arbre le plus simple a disloquer algorithmique-
ment, étant donnée sa structure réguliére. On commence donc par étudier, a
A fixé, le nombre p, o de A-dislocation d’une chaine a n sommets (et donc
n — 1 arétes).

On remarque que p, A est une fonction croissante de n, car on peut toujours
déduire un ensemble solution sur une chaine de longueur n a partir d’une
solution optimale pour une chaine de longueur m > n par restriction.

M) M) ) ) M) M)
O—O0—O—8—COCO— O ——CO— @ —CO—=OQ
F1G. 5 — Une solution sur une chaine pour A = 3
Intuitivement, il suffit de "découper" la chaine en morceaux de longueur

A+1, puis de retirer un sommet a chaque jonction. Cette condition est en fait
également nécessaire, la démonstration utilisant I’ensemble des sous-chaines



et un raisonnement par induction que ’on ne détaille pas ici.

Théoreme :
Soit G une chaine a n sommets (et donc n — 1 arétes). VA € N* on a :

o = |

Démonstration :

Comme toute partie connexe (sous-chaine de G) de cardinalité A + 1
contient au moins un élément de S, on obtient facilement :

pnAZL n Ja
’ A+1

n

A—HJ sous-chaines de longueur A + 1.

car il existe toujours au moins L

Il est ensuite aisé de montrer par récurrence que toute solution qui consiste

_n_
A+1

ment une A — dislocation valide.

D’aprés 'inégalité qui précéde, cette solution sera donc optimale, et on a
donc montré la formule voulue.

Remarque : L’unicité d’un ensemble de dislocation optimal est fausse en géné-
ral (en fait dés que n mod (A+1) < A pour la chaine (resp. (n—1) mod (A+
1) < A pour le cycle), comme le montre ’exemple suivant, aprés avoir retiré
un sommet du cycle :

Une 5-dislocation s’obtient en enlevant n’importe quel paire de sommets,
une 4-dislocation en supprimant deux sommets diamétralement opposés par
exemple, ..etc. Pour une 2-dislocation, il faut et il suffit de prendre un som-
met sur trois aprés suppression d’'un sommet quelconque, comme on le verra
bientot.

a prendre { J sommets tous distants de A deux a deux dans S est forcé-

2.2 Cas de ’arbre complet

On va utiliser dans cette section 1’algorithme décrit dans [GMP04] sur la
dislocation des arbres.
On commence donc par montrer que celui-ci est correct (la linéarité du temps
d’exécution étant claire en prenant pour opération élémentaire le traitement
d’une feuille), aprés Pavoir rappelé briévement :

Algorithme :



F1G. 6 — A — dislocations sur un cycle & 7 sommets.

1. Initialisation : donner un poids de 1 a chaque noeud, S « ()
2. Tant qu’il reste un nceud dans 'arbre, faire :
(a) Tant qu’il reste une feuille f de poids 1 dans I’arbre, faire :
i. Poids(pere(f)) < poids(pere(f))+1
ii. Supprimer f de 'arbre
(b) Tant qu’il reste une feuille f de poids > A, faire :
i. S—SuU{f}
ii. Supprimer f de 'arbre
3. Retourner S, p = |5

Justification de 'optimalité :

On montre par récurrence finie qu’aprés k suppressions de nceuds dans ’arbre
via l'algorithme, on a en fait choisit £ sommets faisant partie d’une solution
optimale de A-dislocation sur ’arbre.

Initialisation : La propriété est claire pour k = 0.

Hérédité : Soit k € [0,..,|S| — 1] ou S désigne un ensemble de dislocation
optimal, et supposons effectuées k suppressions de sommets.

Faisons tourner 'algorithme jusqu’au prochain ajout de feuille dans S (ce
moment arrive, car lorsqu’on supprime une feuille pour ’ajouter dans S, les
sous-arbres correspondant aux feuilles supprimées dans cette étape sont de
cardinal au plus A par hypothése de récurrence).
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Notons alors f cette feuille, de poids p > A, correspondant & un certain sous-
arbre. Le poids de la racine anciennement supprimée du sous-arbre gauche
est inférieur ou égal a A, de méme pour celui de ’ancienne racine du sous-
arbre droit.

Le sous-arbre de racine f est connexe et contient plus de A + 1 sommets :
un des ces sommets appartient alors nécessairement a S. D’aprés ce qui pré-
céde il suffit d’en prendre un : f. De plus en faisant ce choix on minimise la
taille de ’arbre résultant (qui contient de toutes fagons au moins le pére de
f et ses nceuds ascendants). Donc ce choix optimise effectivement le nombre
de dislocation d’un arbre résultant, et on en déduit que f fait partie d’une
solution optimale de A-dislocation sur ’arbre.

Notons n le nombre de sommets de ’arbre complet m-aire, A sa hauteur
égale par définition & la longueur du plus grand chemin de la racine & une
feuille, la hauteur d’un arbre réduit a sa racine valant 0 par convention.

On a h = |logm(n)].

Nombre de dislocation de 1’arbre complet :

L’algorithme que nous venons de présenter, appliqué a un arbre binaire
complet pour une 2-dislocation nous permet d’avoir une bonne idée de la
forme des solutions sur les arbres complets m-aires. En effet, la solution don-

née par l'algorithme est de la forme suivante :
Suivant cette solution, toute chaine reliant une feuille et la racine I'arbre

F1G. 7 — Une 2-dislocation sur un arbre binaire complet.

a subi une 1-dislocation. On peut en fait montrer qu’une solution optimale

11



donnée par l'algorithme en question a pour effet de diviser toutes les chaines
partant de la racine et arrivant aux feuilles selon une T-dislocation, ou T’
est la distance & une feuille du premier noeud disloqué par ’algorithme. T’
est égal &  Th = [((m — 1)A + m)log,,]. Cela revient a diviser I’arbre en
"étages".

F1G. 8 — Une 3-dislocation sur un arbre binaire complet.

F1G. 9 — Une 7-dislocation sur un arbre binaire complet.

Intuitivement, on a obtenu ce résultat en remarquant que pour une 2-
dislocation il faut mettre un étage sur deux dans ’ensemble solution opti-
mal. Pour une 3-dislocation, un sur trois, puis encore un sur trois pour une
4-dislocation ..etc. Il semblait y avoir un rapport "presque logarithmique"
entre A et T. On a alors montré une relation simple sur les Th sur ’arbre
binaire : Ta = 2(Ta_1 + 1), ce qui permet d’exprimer T en fonction de A, et

12



F1G. 10 — Une 15-dislocation sur un arbre binaire complet.

qui donne donc une solution optimale d’aprés ce qui précéde en prenant un
étage sur T" dans I’arbre comme indiqué. On a ensuite extrapolé pour obtenir
une formule générale.

Poids p d’un noeud marqué par l’algorithme :

Considérons un arbre m-aire complet.
Notons d la distance qui sépare un noeud d’une feuille de I'arbre. Suivant
notre algorithme, le poids de la premiére feuille rajoutée a I’ensemble S est

égal au nombre de sommets du sous-graphe ayant ce noeud comme racine,

< . d _ d+1_
cest a dire Y omdh ==L

Une T-Dislocation sur les chaine

Il est alors aisé d’identifier les premiers sommets qui sont insérés dans
I’ensemble S lors d’'une A-dislocation. D’aprés 'algorithme, on voit que ce
sont les sommets vérifiant

p
{7J > 1,
A+11 7~

autrement dit les premiers sommets qui en remontant dans I’arbre ont un
poids strictement plus grand que A.
On obtient donc finalement le résultat suivant :

T = [logy,((m — 1)A +m)]

Remarque : L’arbre m-aire complet ayant la méme structure aprés suppres-
sion d’'un nombre quelconque de ses derniers étages, on en déduit par in-
duction que toutes les chaines partant de la racine et arrivant aux feuilles

13



subissent une 7T-dislocation optimale, ou 7' est la distance a une feuille du
premier noeud sélectionné par 1’algorithme.

Nombre optimal de dislocation

Puisqu’il est entendu que I’agorithme que nous appliquons est optimal sur
les arbres, on va pouvoir donner le nombre de dislocation d’un arbre complet
dans le cas général.

Notons n le nombre de sommets de I’arbre complet m-aire, h sa hauteur.
Nous allons maintenant dénombrer les sommets de S lorsque 'algorithme
termine. Il faut donc sommer sur tous les éléments appartenant aux 7-
dislocations des chaines de longueur h. D’aprés ce qui précéde sur ’étude
des chaines, on déduit :

Lh/T]

h—T1
Pn,A = E m
=1

T _ oy =T(h/T]+1)

1—mT

R

= m

mh _ mh mod (Ta)

mTa —1

On a donc :

mh—mh mod (Tp)

pn,A - mTAfl

Ta = [logm((m —1)A+m)] et h=[logm(n)]

2.3 Autres arbres

Bien siir on ne peut pas donner de formule générale pour un arbre, ni
méme pour un arbre localement complet car le nombre de A-dislocation
dépend fortement de la structure de ’arbre. Par exemple :

Cependant, on peut utiliser un peu le méme type de raisonnement que
pour la chaine pour régler le cas du peigne m-aire :
On voit que si m > A, I'algorithme va donner un poids plus grand que A+ 1
a chaque nceud intérieur, qui feront donc tous partie de I’ensemble optimal
de dislocation. Or les nceuds intérieurs forment clairement un ensemble de

14



F1G. 11 — Arbre binaire complet, 7 sommets, ot p; = 2

F1G. 12 — Un peigne, 7 sommets, ot p; = 3.

15



A-dislocation quel que soit A, car toutes les parties connexes résultantes de
leur suppression sont constituées d’un unique sommet.

Dans ce cas on a donc ppa = |[logm(n)]| = h.

[’étude du second cas est quelque peu plus complexe, et nécessite les mémes
outils que pour 'arbre complet.

Notons vy, ..., v, les noeuds internes de la racine vers les feuilles les plus
éloignées de la racine (si h = 0, il n’y a pas de nceuds internes).
Tout d’abord on remarque qu’une application de 'algorithme dans laquelle
on supprimerait systématiquement les noeuds internes mettrait des poids de
m + 1,m, ..., m respectivement sur vy, vs_1, ..., v; (récurrence immeédiate).
On commence donc par remonter les m feuilles les plus éloignées de la racine,
ce qui donne un poids de m + 1 sur v, qui remonte & son tour vers vj,_1.
Ensuite, on remonte les m — 1 autres fils de v,_1, ce qui donne un poids de
2m + 1 sur vy,_q.
Si2m+1 > A, on met v,_; dans S et on continue ; sinon, on remonte encore
jusqu’a vy,_o qui porte alors un poids de 3m + 1 ..etc. On s’arréte quand on
trouve k tel que km + 1 > A.
Par division euclidienne :

EkePw{%H / (k—Dm+1<A<km+l

Intuitivement, on enlévera "a peu prés" 1 nceud interne sur k pour la
A-dislocation optimale du peigne. Plus exactement on retire d’abord le k"™*
nceud interne le plus éloigné de la racine comme montré précédemment, puis
on est ramené a un peigne m-aire de hauteur h — k, dont on aurait supprimé
une des feuilles les plus éloignées de la racine. On peut faire le méme raison-
nement sur ce nouveau peigne, noté P, _,, associé au nombre de dislocation

/
Ph—k,A

Etat actuel de la formule de récurrence :

— h—

e (] 2])

0 siA>n

Sih<k+1,

n— (km+1)

EHGPM{
m

J]/ (K —1)ym < A < k'm

16



Sinon, on a clairement p, A =1+0 = 1.
Placons-nous dans le premier cas; on a alors la formule générale de récurrence
suivante, k£’ ne dépendant que de m et A :

P;%k,A =1+ plhfkfk’,A
/ o /
Aroea = EE e (2]

Une résolution immeédiate donne

/ — M + !
Ph—k,A = 1+ L%J p(hfk) mod (1+L%J)7A

[l

car les peignes P/ n’ont que m — 1 feuilles sur leur nceud interne le plus éloi-

né de la racine, ce qui implique p’ < 0
& q PHAUC L ) o (1+12)),a = p[éJ,A

Or un arbre de hauteur L%J a moins de m% = A nceuds, donc est déja
A-disloqué.

DoncpourA>meth>0,aveck:1+[%J:

S
Ph,A = 1+[éj
Bien str si h =0, ppa = 0 pour tout A.

Conclusion :

Vh € N, Vm € [2,4+00], VA € N*,

0 sih=0ouA>n
h siA<m
Pha = ho1-| 2=t .
1+\‘WJ SlA>m,

On vérifie que dans le cas m = 1 on retrouve la formule pour la chaine :

dans ce cas h = n + 1, et on obtient Zi;l.

17



3 Recherche de cas extrémaux

Indépendemment de la difficulté du probléme, il est intéressant de connaitre
les structures de graphes qui nécessitent le moins (resp. le plus) de sommets
dans les ensembles de dislocation (idéalement pour tout A, sinon on peut
faire ’étude pour quelques valeurs de A particuliéres). En effet ce critére
semble pertinent en vue d’une application.

3.1 Graphes faciles a disloquer

Tout d’abord, il nous faut préciser la notion de difficulté de dislocation.
Trois définitions viennent naturellement :

— Les A-dislocations avec A petit sont plus intéressantes que les autres,
par exemple dans un réseau ou il est nécessaire qu'un nceud commu-
nique toujours avec au moins deux autres :

m n
(@) = 3 (0= Mg
A=1

— Les A-dislocations avec A grand sont plus intéressantes que les autres,
par exemple dans un réseau qui doit rester avec des parties connexes
maximales :

m n
Ho(G) = — > Apna
A=1

— On souhaite juste que G soit globalement résistant aux dislocations, et
on choisit donc simplement :

m n
MS(G) = g Azlpn,A

Le terme en ** représente en quelque sorte la densité du graphe en nombre
d’arétes par rapport ,au nombre de sommets.

Etant donnée une mesure x, on dit que G est plus facile (resp. plus diffi-

cile) a disloquer que G’ si u(G) < u(G’) (resp. u(G) > u(G")).
Comparer directement des graphes pour ces mesures risque d’étre délicat,

18



compte-tenu des définitions des formules : il faudrait pouvoir connaitre suffi-
samment finement les nombres de dislocation d’un graphe quelconque. Mais
on peut remarquer qu'une condition suffisante pour qu’un graphe G soit
plus facile (resp. plus difficile) a disloquer qu’un graphe G’ est que tous ses
nombres de A-dislocation soient inférieurs (resp. supérieurs) a leurs homo-
logues dans G’. On utilisera cette propriété par la suite.

Commencons par les graphes connexes ; on pourra ensuite éventuellement
appliquer I’étude de ce cas aux graphes non connexes.

3.1.1 Cas connexe

L’étoile est clairement le graphe connexe le plus simple & disloquer parmi
ceux a n sommets. En effet pour tout A < n on a |[S| = 1, et tout autre
graphe connexe a n sommets vérifie bien sir |S| > 1.

Partons donc de I’étoile a n sommets et n—1 arétes, et supposons que [’on
dispose de plus d’arétes (disons, pour fixer les idées, un nombre &k < n—1 en
surplus par rapport a n — 1), il semble naturel de créer un début d’étoile sur
un des sommets extrémaux avec ses voisins ordonnés; ainsi p, A = 1, pour
A>k+1, et p,an =2 sinon.

On voit s’amorcer une caractérisation des "pseudo-etoiles" avec un nombre
arbitraire d’arétes.

Cas géneral :

Soit n € N, soit m € [0, .., "("2*1)}.

On construit le graphe suivant, appelé £, ,, :

1. Un sommet vy est pris comme réference, il sera le centre de 1'"étoile" ;
les autres sommets sont numérotés de 1 an — 1

2. Initialisation : ¢ «— 0

3. Tant qu’il reste des arétes, faire :
(a) Pour j allant de ¢ + 1 a n — 1, créer l'aréte (v;, v;)
(b) i —i+1

On décompose m de la facon suivante : m = (n— 1)+ (n—2) 4+ (n —3) +
et (n—Fk)+rour<(n—~k—1).
Par construction de £, ,,,, on sait alors que n — k sommets sont les centres de
"pseudo-étoiles", et qu’il y ar arétes en surplus : (Vgp1, Ugs2)s -y (Vgt1s Ugrt1)-
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Il est alors trés facile de trouver le nombre de A-dislocation dans ce
graphe, pour tout A :

VA € N¥,
(k41 siA<r
ko siAe[r+1,n—k|
E—1 siA=n—(k—1)
peAa=4 k—2 siA=n—(k—2)
1 siA=n-—1
0 siA>n

Ce qui peut étre résumé en :

k41 siA<r
PEA = k siA€r+1,n—k|
(n—A)*" siA>n—k

Cherchons & ce stade & déterminer k (qui peut étre vu comme un indice
de la grandeur de m par rapport a n).
Par définition, n — k est 'unique entier o qui vérifie

1

n—1
Zi§m< i
(7

3
I

Soit :
n(n—1) a(a—1) <m<n(n—1)_(a—1)(a—2)
2 2 - 2 2

(a—1)(a—2)<nn—1)—2m < ala—1)

On obtient deux inéquations quadratiques en § = «a — 1, que 'on résout
séparément.

{ 32 =B+ (2m—n(n—1))
B+ B+ (2m—n(n—1))

<0
>0

Pour satisfaire les deux inégalités, on doit choisir 7 dans l'intervalle

[—1+\/1+4(n(n—1)—2m) 1+\/1+4(n(n—1)—2m)[
2 ’ 2
D’ot, comme k=n—a=n—[—1:
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n—1— —1+ 1+4(;L(n71)72m)

n—1— {1+ 1+4(n(n—1)—2m)J

b si v/1+4(n(n — 1) — 2m) est un entier impair

5 sinon

On sent donc d’apres la formule précédente que E,, ,, est simple a dislo-
quer, car si m est de lordre de n, k est trés petit devant n. Donnons pour
terminer les mesures du graphe E, ,, (aprés simplifications)

m n
tip(Enm) = " Z(n —A)pna
A=1

:%(n—k—l)ern_Tk_r(n—k)er Y. (n-ay

(n—k)?* m (k(l{: - 1)6(2k; —1) N 7’)

m
Mg(En,m) = Z Apn,A

a4
mr n—k—r m u
=—F+D)+m———k+— Y An-A)
n n [y N———
k(n—k) 3k(n+1) —k(Bn+1) — 2k +r
- tm 6n
n

m n
,us(En,m) = E Z Pn,A
A=1

T(r—l—n—k—’r)—l— Z {n— A}
n A=n—k+1
n—k k(k—1)
m +m
n 2n

O(m) s'il y a peu d’arétes : pa moy proche de 1

12

On remarque qu’en général £, ,,, n’est pas le plus facile a disloquer pour
un A fixé, comme le montre I'exemple suivant avec A = 3; en revanche, les
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E, ., ont 'avantage d’étre trés faciles a construire, et sont probablement les
structures pour lesquelles les trois mesures proposées sont minimales. Ceci
étant, une démonstration semble hors de portée de cet article.

avavaba

3.1.2 Cas disconnexe

S’inspirant du cas précédent, on imagine que des étoiles & p sommets et
p — 1 arétes déconnectées constitueront des graphes faciles a disloquer. Or
quelques problémes se posent : une fois construit un certain nombre d’étoiles,
s’il reste des arétes, vaut-il mieux les ajouter dans une étoile particuliére ou
bien en parallélle dans chaque étoile 7 Comment choisir p 7
On va plutot chercher de 'inspiration dans le dernier exemple du paragraphe
précédent, dont on généralise I'idée :

Soient donc n,m € N avec m < @
On commence par la construction d’un graphe complet d’ordre A (KA), puis
s’il reste moins de A sommets on inter-connecte ces derniers aléatoirement ;
si on a construit un graphe complet et qu’il reste des arétes, on choisit un
sommet dans le dernier graphe construit que ’on relie a ceux du Ka de dé-
part; si aprés avoir crée toutes les liaisons possibles il reste des arétes, on
continue avec un autre sommet ..etc.
S’il reste plus de A sommets, on commence la construction d’un second K
que l'on prend pour nouveau graphe de départ ..etc.
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Plus formellement : on effectue la division euclidienne de n par A :
n=kA+r, r <A, puis on groupe les sommets en k paquets de A sommets,
plus un a r sommets. Tant qu’il reste des arétes, on construit des K avec
les k premiers paquets, puis on interconnecte aléatoirement le dernier paquet
a r sommets. S’il reste des arétes (et tant qu’il en reste), on connecte ensuite
les sommets du dernier paquet a tous ceux du k¢ paquet, puis a tous ceux
du (k —1)“™¢ paquet ..etc. S’il reste des arétes a la fin de cette opération, on
recommence en connectant de la méme facon le £ paquet au (k — 1)
jusqu’a obtenir K, dans le cas extréme.

Y

Sur un tel graphe, on obtient les formules suivantes pour r =0 :

;

0 simgkw
1 si kG0 <m < (2k - 1)25Y
2 si (2k — 1)28D < < (3% — 3)2EY

Prnm,A =

D si (p/{? . p(p;l))A(AQ*I) <m< ((p + 1)]{3 _ p(P;rl))

Soit, si m > kw :

pn,m,A(pn,m,A - 1)) A(A - 1)

pn,m,A(pn,m,A + 1)) A(A - ]')
2 2

n,m k_
(p’ A 2 9

<m < <<pn,m,A+1>k+

Double inégalité de degré 2 que ’on résout pour trouver finalement que p, , A
est I'unique entier dans 'intervalle [ — % + 4 /i + %, —% + i + % [

Casr>0:
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4 0 sim < kA(A271) + r(r;l)

1 si kA(A2—1) + r(7"2—1) <m< 2kA(A2—1) + r(7"2—1)
p si 2k 280 | 12l gy < 3 AR 4 el
, ) -1 si (r— 1)kA(A2_1) + T(TQ_U <m< rkA(AQ_l) + T(TQ_U
n,m,A —
. A(A-1 r(r—1 A(A-1 r(r—1
r 51rk(2 )+(2)<m§(7’k+k—1) (2 )+(2)
r+1 stk k- D)RG L D g < (rk 42k - 3) RGN 4 T

D si (rk +(p—r)k— (p—r)(g—ﬂrl)) A(AQ—I) <m< (rk+(p-—r+1)k— (P—r+1)2(p—r+2)) A(A2—1)

On remarque que l'on peut souvent construire un graphe plus facile a
disloquer que dans le cas connexe.
De plus quand la construction disconnexe arrive & un graphe connexe (si
le nombre d’arétes le permet), on obtient de nouvelles structures connexes
faciles a disloquer ; on devrait alors pouvoir montrer que celles-ci sont globale-
ment plus difficiles & disloquer que les pseudo-étoiles précédemment construites.

3.2 Chaine et cycle : difficiles a disloquer ?

La chaine est un arbre a n sommets (et donc n—1 arétes). En fait imposer
a un graphe d’avoir moins d’arétes que de sommets et d’étre connexe revient,
a dire que c’est un arbre : en effet si ce graphe posséde un cycle, chaque
ajout de sommet & partir de ce cycle se fera nécessairement avec un ajout
d’aréte ; on ne pourra donc pas faire baisser le nombre d’arétes par rapport
au nombre de sommets.
Il suffit donc de montrer que la chaine est ’arbre le plus difficile & disloquer
parmi les arbres & n sommets.
Or ce dernier résultat est évident en examinant ce que fait ’algorithme de
dislocation d’arbres : a chaque ajout d’un sommet v dans S, le sous-arbre
de racine v est de poids > A, donc on ajoute moins d’un sommet sur A + 1
dans S. Or pour la chaine on ajoute exactement un sommet sur A + 1 dans
S. D’u le résultat.
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Théoréeme :
La chaine est ’arbre a4 n sommets le plus difficile & disloquer

On montre maintenant que le cycle est le graphe connexe a n sommets et
n arétes le plus difficile & disloquer, pour tout A.
Tout d’abord, on a la formule suivante pour la A-dislocation du cycle C,
déduite directement de celle pour la chaine :

pPc,A =1+ {Z%Lllj

Soit G un graphe connexe a n sommets et n arétes.

H, : Pour tout A dans N*, pour tout graphe connexe GG & n sommets et n
arétes, pa,a < pc,,A

Démonstration :

Soit n € N. Soit G un graphe connexe a n sommets et n arétes. On va
montrer H, en deux étapes :

1. On montre que G posséde un unique cycle

2. On montre en utilisant une variante de l'algorithme sur les arbres que
G est plus facile a disloquer que le cycle

1— On commence par constater que G contient toujours un cycle, car tout
graphe & n sommets et n arétes s’obtient a partir du cycle par déplacement
d’arétes. La preuve correcte se fait donc par récurrence (I’initialisation étant
immeédiate) : supposons qu’aprés un certain nombre de changement d’arétes,
G posseéde le cycle (v, v, ...,v, = v1). Soit alors (u,v) une aréte de G que
I'on déplace. Si (u,v) n’est pas une aréte du cycle, la propriété reste vraie au
rang suivant. Si en revanche (u,v) = (v;,v;41), il faut regarder de plus prés
la structure de GG aprés suppression de (u,v), mais avant son rajout :
Certains sommets parmi ceux de l'ancien cycle sont les racines d’arbores-
cences (car G avait un unique cycle par hypothése de récurrence), et les
autres sommets ne sont que de degré 2. On en déduit que G est & présent un
arbre, et donc le rajout de I'aréte (u,v) aura pour effet de créer un unique
cycle (propriété connue).

D’ou le résultat annoncé.
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2— @ est ainsi constitué d’un unique cycle (vq,va, ..., v = v1), dont certains
sommets sont racines d’arborescences, les autres étant simplement de degré 2.
La résolution algorithmique est alors claire : il suffit d’appliquer ’algorithme
fonctionnant sur les arbres a chaque arborescence enracinée, en remontant
jusqu’a la racine qui se retrouve non pas supprimée comme si on avait un vrai
arbre, mais affectée d’un poids compris entre 1 et mA ou m est le nombre de
descendants de la racine. Bien siir les noeuds ayant ainsi un poids plus grand
que A+ 1 appartiennent & S, I’ensemble optimal de dislocation. Il nous reste
plus qu’a disloquer optimalement un cycle "avec poids" ou bien une réunion
disjointe de chaines "avec poids" dans le cas ol une des racines a un poids
plus grand que A + 1.

Il faut faire attention car on ne se raméne pas facilement au second cas lorsque
I’on est dans le premier en supprimant un sommet de plus haut poids, étant
donné I’absence de symétrie du probléme.

Tout d’abord on remarque que le nombre de noeuds dans ’ensemble de
dislocation a la fin de ’application de 1’algorithme de dislocation d’arbres
(et donc avant de supprimer les sommets de poids trop grand dans le cycle

n—P

obtenu) est majoré par LA—HJ ou P est le poids total du cycle, d’apres le

paragraphe démontrant que la chaine est I’arbre le plus difficile a disloquer.

11 suffit donc de montrer qu’on ajoutera ensuite moins de 1+ [EJ sommets

A+l

dans S, étant donné 'inégalité L“T“’J > L%J + [IZ’J

Ce dernier résultat se montre facilement en choisissant d’abord un sommet de
plus haut poids, puis en appliquant I’algorithme de dislocation d’une chaine
qui marque un sommet si et seulement si le poids total P’ de ses prédéces-
seurs est < A, et que son poids ajouté a P’ est > A : lorsqu’on marque un
sommet, on fait diminuer le poids total d’au moins A + 1. Etant donné que
le poids total disponible alors est < P — 1, on a démontré ce qu’on voulait

en recollant les morceaux.

Théoreme :
Le cycle est le graphe connexe a4 n sommets et n arétes le plus dif-
ficile & disloquer

Qu’en est-il lorsque ’on impose plus & G d’étre connexe ?
G est alors constitué de parties connexes disjointes, chacune ayant p sommets
et q arétes tels que la somme des p (resp. ¢) donne n. On observe que si une
des sous-parties connexes a plus d’arétes que de sommets, alors il y a a — s
sommets isolés dans le graphe, ol a est le nombre d’arétes de la composante
connexe et s son nombre de sommets. On peut donc séparer les composantes
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connexes en deux : celles qui ont un unique sommet, et celles a plus d’un
sommet.

On affine cette classification en séparant les composantes connexes a plus d’un
sommet en trois catégories : celles qui ont p sommets et p — 1 arétes (des
arbres, donc), celles & p sommets et p arétes (on se rameéne alors au cas pré-
cédent), et les autres (qui ont trop d’arétes). Dans les composantes connexes
qui ont trop d’arétes on peut faire la majoration grossiére du nombre de dis-
location par ¢ —p+ 1+ LA—HJ et dans les autres on obtient respectivement

les majorations par LALHJ et 1+ LA-HJ

Notons U = {Gy}rep,.p 'ensemble des sous-graphes connexes qui sont
des arbres, V' = {G' }rep.. 1 ensemble des 