Modélisation stochastique - Processus de Poisson homogénes - Indications

Exercice 1.
On a un processus de Poisson homogéne d’intensité 3.
1. P(N(2) =1), c’est a dire la proba qu'une Poisson de paramétre 6 soit égale a 1.
2. P(N(5) =0), c’est a dire la proba qu’une Poisson de paramétre 15 soit égale a 1.
3. Soit [t1,t1 + 2] et [ta, t2 + 2] deux périodes disjointes. La proba demandée vaut

P(N(t +2) — N(t1) > 2, N(ts + 2) — N(ts) > 2),

et on utilise I'indépendance des accroissements d’un processus de Poisson.

Exercice 2.
Le nombre de particules enregistrées peut étre vu comme un processus de Poisson composé, c’est a
dire

N(®)
Ni(t) =D X,
=1

ot N(t) est le processus de Poisson d’intensité 4 (processus des arrivées de particules), et X; une v.a. qui
vaut 1 si enregistrement, 0 sinon (donc une Bernoulli, de paramétre 1/2 d’aprés ’énoncé). Un processus
de Poisson composé avec des X; qui sont des Bernoullis est un processus de Poisson (se montre facilement,
indépendance et stationnarité des accroissements, + loi de Poisson). Pour calculer son intensité, il suffit
de regarder E[N;(t)] = 2t, donc intensité 2. Du coup, S suit une loi expo de paramétre 2, et tout se
déduit facilement.

Exercice 3.
On a, pour k € Z,

P(X(t)=k) = ip(]\ﬁ(t) =k +n)P(Na(t) = n),
n=0

et on utilise le fait qu’on a des lois de Poisson. Il y a plusieurs fagons de faire pour la proba, la plus
simple est d’utiliser le fait que Ni(t)/t converge p.s. vers Aj, du coup, X (t)/t converge vers A\; — Ay p.s.
Du coup, X (t) tend vers +00 ou —oo suivant le signe de A\; — Ag.

Exercice 4.

2. D, est compris entre 0 et t. Soit X, la date du n—éme saut du processus de Poisson. On sait que,
sachant N (t) = n, les instants de sauts sont répartis uniformément entre 0 et t. Donc, sachant N (t) = n,
¥, suit la méme loi que la n-éme statistique d’ordre d’un n—eéchantillon de lois uniformes sur [0, ¢]. Donc
P(3, <ulN(t) =n) = [u/t]" pour u < t, 0 pour u < 0, et 1 pour u > t. Par ailleurs, Dy =t — X ). On
en déduit, siu <t

P(D;>u) = Y P(D;>ulN(t) =n)P(N(t) =n)
n=0

= iﬂ”(t —u>X,)P(N(t) =n)
n=0

oo t — u]™|At]" exp(—At
_ Z[ ]"[At]" exp(—At)

pro = exp(—At + A[t — u]) = exp(—Au),

n=0

et on en déduit la convergence vers une E(\).



3. Si T est une variable de loi exponentielle, P(T" > s + u|T" > s) = P(T" > w). Donc, comme
Tn()+1 = Dt + Si, on en déduit P(S; > u) = P(Ty)41 = u + Dy). Or, P(Typ)41 > u+ s|Dy = s) =
P(Tn()+1 = v+ 8[Tnw41 > 8) = exp(—Au), d’ott

P(TN(t)-‘rl > u—+ Dt) = /P(TN(t)—i-l > u—+ S‘Dt = S)d]P)(Dt = 8) = exp(—)\u).

On en déduit que S; suit une exponentielle de paramétre A.
4. D¢ + St = T'n(t)41 suit une exponentielle de parametre .



